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Sommario 


Utilizziamo una tecnica di analisi reale per dimostrare la regolarità C'° delle 
soluzioni classiche di un’equazione alle derivate parziali non lineare e parabolico- 
degenere, con dato iniziale C?:. Questo problema interviene nello studio delle 
proprietà geometriche del moto per curvatura di Levi di una ipersuperficie reale 
in C?, localmente grafico di una funzione di classe C»® e con curvatura di Levi 
diversa da zero in ogni punto. 


Abstract 


‘ We prove, with a real analysis technique, the smooth regularity of classical 
solutions to a nonlinear degenerate parabolic PDE with initial data C?©. This 
equation arises in the study of the geometric properties of the motion by the 
trace of the Levi form of a real hypersurface in C? with Levi curvature different 
from zero at every point and which is locally the graph of a C?** function. 
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1 Introduzione 


In questo seminario presentiamo un risultato di regolarità per le soluzioni del- 
l'equazione del moto per curvatura di Levi di una ipersuperficie reale My in 
C?. Se Mp è regolare ci aspettiamo che la sua evoluzione sia descritta da una 
funzione regolare p = p(z,t), cioè M: = {z € C? : p(z,t) = 0}. In questa situ- 
azione diciamo che {M:}:>o è l’evoluzione di My per curvatura di Levi se, per 
ogni t positivo, la traiettoria z = z(t) con punto iniziale p € Mo è soluzione del 
problema 
{ z(t)=k(z,t)v(z,t), t>0 
a (1) 
z(0)=p 
dove v = v(z,t) è la normale unitaria interna a M, e 


k= |ap] î (Pziz PzaPza — PzizaPzaPz, — Pza Pz Pra + PzazaPzi Pz.) 


è la curvatura di Levi dell’ipersuperficie p = 0 è |2p]? = |p:,|? + |p:,1?. 

Si tratta di un problema molto interessante dal punto di vista dell’analisi 
complessa in quanto le soluzioni dell’equazione di evoluzione contengono delle 
informazioni sugli inviluppi di olomorfia dei sottoinsiemi di ©? (si veda [ST2], 
[ST3]). 

Se ad esempio Mo è una sfera di raggio r(0) in C?, allora M; è una famiglia 
di sfere concentriche di raggio 


r(t) = vr?(0) — t 

che si contraggono verso il centro della sfera in maniera C°° ed in tempo finito. 
E naturale aspettarsi che questo comportamento sia tipico dell’evoluzione di 
una ipersuperficie con curvatura di Levi strettamente positiva, come avviene 
ad esempio per il moto per curvatura media classica (si veda ad esempio [H]). 
Ma la differenza cruciale tra il problema parabolico che governa l’evoluzione per 
curvatura di Levi e l’evoluzione per curvatura media classica è che, anche se 
localmente My è il grafico di una funzione C'”, (1) è un problema parabolico 
“degenere”. 

I primi a studiare questo problema sono stati Slodkowski e Tomassini, che 
in [ST1] dimostrano l’esistenza di una soluzione viscosa per il problema (1) con 
dato iniziale continuo. Ma la soluzione che essi trovano è solo continua. 

In un recente lavoro [HK] Huisken e Klingenberg hanno provato che, se Mo è 
C° e compatta senza bordo, allora esiste un intervallo temporale [0, to), to > 0, 
tale che Mo ha un'evoluzione {M:}o<:<w di classe C®. La regolarità della loro 
soluzione dipende però pesantemente dalla regolarità del dato iniziale in quan- 
to dalla loro prova risulta evidente che, per dato iniziale in C?:%, esiste una 
soluzione in C%%, 0 < a < 1. Inoltre in [HK] è sottolineato esplicitamente che 
un'ulteriore regolarità di questa soluzione, ad esempio per dato iniziale con cur- 
vatura di Levi strettamente positiva, è un problema aperto. In questo seminario 
diamo una prima risposta positiva a questa domanda. 

Poiché 2(t) € M; per ogni t > 0, derivando rispetto a t l’identità p(z(t),t) = 
0, deduciamo che i 

0p-2+0;p=0. 
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Se dp # 0, allora p è una soluzione dell’equazione parabolica (cfr. (ST1]) 


pi = |AP|7?(p213: Pza Pz2 — Persa Pra Pin > Prata Par Pza + Prato Par Par )- 


Se introduciamo le coordinate complesse 21 = (21,72), z2 = (23,) e per ogni 
t scriviamo localmente l’ipersuperficie M; come il grafico di una funzione u di 
classe C° 

M; := {v- u(z1,72,73,t)= 0}, 


allora la curvatura di Levi di M; si scrive in termini di u come 


(1+u2,)Lu 
k(x1,T2,3,t,u(21,22,23,t))=-——, 2 
( 1,22, 43 ( 1152,43 )) 2(1+|Vu]2)? ( ) 
dove £ è l’operatore differenziale del secondo ordine 
L := Bzzza + Iza22 + 200z,23 + 2002223 + (0° +67)023 2a (3) 


i cui coefficienti sono funzioni C°° delle derivate parziali prime di u rispetto alle 
variabili 71, 72,3 


_Uzi + UzzUzz 
2 
1+u3, 


(4) 


= a(Vu)= = Us, b=b(Vu)= 
z3 


Qui abbiamo indicato con Vu il gradiente di u rispetto a (21,72,73) e con 
Uz:,Ux2:2s le derivate parziali di u rispetto a 71,72,73 rispettivamente. 

Se supponiamo che localmente Mo sia il grafico di una funzione up :0 + R 
di classe C?:® e che la sua curvatura di Levi £ sia diversa da zero in ogni punto 
di un insieme aperto O di R*, allora per i risultati in ([HK], [ST3]) esiste 7 > 0 
tale che anche {M:}o<:<T è il grafico di una funzione u : O x [0,T) + R 
di classe C2+1+2/2, Qui abbiamo indicato con C?+®1+/2 }’insieme di tutte 
le funzioni continue con derivate uz,zz,: hÒlderiane in 7 di esponente a e 
hélderiane in # di esponente a/2. Poiché il nostro problema è di natura locale, 
non è restrittivo assumere 7 > 0 tale che K(é, u(€)) #0 per ogni é € O x [0, T). 
Il nostro principale risultato è il seguente 


Teorema 1.1 Sia uo € C?*(0) e sia N= O x (0,T). Se u € C2+1+9/2(0 x 
[0,7)) è una soluzione classica del problema parabolico 


u? * 
du = TR Sie, Cu, inQ (5) 
u(7,0) = uo(2), = (71,72,73) EO, 


allora u € C (9). 


Questo risultato mostra che la regolarità C° dell’evoluzione non dipende 
dalla regolarità del dato iniziale ma dall’equazione parabolica in (5). 

Dalla nostra prova risulta evidente che il nostro risultato si può estendere ( 
all’equazione del moto per curvatura media di Levi di una ipersuperficie reale 
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in C*; in questo caso l'operatore Lu in (5) è la'‘traccia della forma di Levi (cfr. 
[CM]). 
Osserviamo esplicitamente che l'operatore definito in (3) è un operatore 
quasilineare ellittico degenere la cui forma caratteristica ha minimo autovalore 
identicamente nullo in ogni punto. Pertanto l’equazione in (5) è un’equazione 
parabolica “degenere”. Per studiare le proprietà di regolarità delle soluzioni 
utilizziamo una tecnica di analisi reale che è stata introdotta per la prima volta 
in (C] per studiare il problema stazionario. Questa tecnica è stata raffinata in 
[CM], dove si dimostra la regolarità C°®° di una ipersuperficie reale in €” con 
assegnata curvatura media di Levi. Lo stesso metodo è stato successivamente: 
utilizzato in [CPP] per studiare un’equazione ultraparabolica, con un termine 
nonlineare del primo ordine, che interviene in finanza matematica. 

Per presentare questa tecnica introduciamo ora alcune notazioni. Sia u € 
C?+1+3/2(9) una soluzione del problema parabolico (5) e siano a e di coeffi- 
cienti definiti in (4) in termini di Vu. Se definiamo i campi vettoriali 


X1=0x,+00,3, X2=0z2+b0,, (6) 
allora riconosciamo che (si veda ad esempio [C]) 
Lu= Xîu+Xîu-(X10+ X20)d,,u, (7) 
e possiamo scrivere il commutatore di X, e X> come: 
Pitl= pria (8) 
Inoltre, osservando che 
1+|Vul? = (1+a?+b°)(1+u2 ) (9) 


possiamo scrivere l'equazione parabolica in (5) come: 


1 


ar 4(1+a? +5?) 


(X2u+X?u-(Xia + X2b)0x3 U). (10) 
Se i coefficienti a, d dei campi vettoriali X1,X2 fossero C®©, allora l'operatore 
Xî+Xî — (X10+ X2b)0,, — 4(1+a? + 52)0, (11) 


sarebbe ipoellittico, in quanto sarebbe soddisfatta la condizione di Hrmander. 
Infatti, per (8) e (2) 


L 2(1 + |Vu]?)8/? 
Pisi = ie a ul) (12) 


con k(£, u(£)) # 0 per ogni £ € O x [0,T), dunque i campi vettoriali 
Xi, X2, [X1,X2] 4(1 + a? + 52)0; 


22 


sono linearmente indipendenti in ogni punto £ € O x [0,7). 

Nella nostra situazione i coefficienti a e d sono solo C1+3° (Q) in quanto 
sono funzioni C°° del gradiente di una soluzione u € C?+91+9/2(0). 

In questo seminario indichiamo solo una traccia della prova del Teorema 
1.1 e rimandiamo al lavoro [M] per le dimostrazioni dettagliate dei risultati qui 
contenuti. 

Nella Sezione 2 introduciamo un operatore lineare H di passo due, associato 
in maniera naturale all’equazione non lineare in (5), con coefficienti C+, 
Utilizzando poi un metodo di congelamento, definiamo un operatore ipoellittico 
He; il cui prototipo è l’operatore del calore sul gruppo di Heisenberg. Per questo 
operatore sono note delle stime della soluzione fondamentale Tg, e delle sue 
derivate in termini della distanza di controllo (si veda ad esempio [NSW], [SC], 
[RS]). Nella Proposizione 2.1 enunciamo una stima precisa della dipendenza di 
Tg, e delle sue derivate dal punto congelato £o. Scriviamo poi una formula di 
rappresentazione per le soluzioni v dell’equazione lineare Hv = f in termini 
di Tg. Nella Sezione 3 deriviamo formalmente l’equazione Hv = f rispetto ai 
campi vettoriali X1, X2 definiti in (6) e rispetto a 


X3=(X10+ X2b)x,, T=(1+a°+0%)d. (13) 


Quindi introduciamo delle classi di funzioni hòlderiane Cf'° definite in termini 
dei campi vettoriali (6) e (13) per costruire una teoria lineare “ad hoc” per 
l’operatore H: 


Proposizione 1.1 Per ogni m > 2 se a,b E Ciioe(0) ev E C+9:1+0/2(0) è 
una soluzione di it 
Hv= fe CRT" (0), 


allora v € Gue (9), per ogni B <a. 


loc 


Nella Sezione 4 applichiamo la Proposizione 1.1 all’equazione non lineare in (5) 
e dimostriamo il Teorema 1.1. 


2 L'operatore congelato 


In questa sezione fissiamo una soluzione u € C2+2:1+2/2(0) di (5) e denoti- 
amo con a e bi coefficienti definiti in (4) in termini di u. Consideriamo allora 
l’operatore lineare parabolico 

H=5-dT (14) 


con R 
L=X2+X2- Xa, 


e X1,.X2,X3,T definiti in (6) e (13). 
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Per studiare le proprietà di regolarità delle soluzioni dell’equazione lineare 
Hv = f definiamo, per ogni &o = (22,29,$,t°) € O, un operatore congelato 
associato a H come segue: 


He ari Le ;ia 4Tess (15) 


dove 
Leo = Xi 60 * Xi 6 i K3.601 


Xi slo = da, + (Peot)dz3, Xa,60 = ds, I (Fe b)dzs, 
X3,60 = (Xia * X2b)(£0)dz3, Te; Sa (1 +a° + b°)(&0)Oz,. 


Qui, per una funzione differenziabile f, abbiamo indicato con Peof il seguente 
polinomio del primo ordine 


(Peo f)(€) = f(é0) + (X1f)(t0)(21 — 29) + (X2f)(t0)(72 — 20), 


dove € “i (21,2, T3,) t). 

Dimostreremo che, a meno di un cambiamento di variabile, Hg, è l'operatore 
del calore sul gruppo di Heisenberg, per il quale ricordiamo ora alcune proprietà. 
Chiamiamo #HS il gruppo definito da R3 e dalla legge di composizione: 


(21,52, 23) - (r1,22,23) = (71 +20,02+29,23+20+ 27123 — r220)). 


S 
i 9 


Xn = 3 +2 e Yy= 32017, 
il Laplaciano di Kohn (o laplaciano subellittico ) è 
Ax = XK, + Yi: 
Definiamo ora l'operatore del calore sul gruppo di Heisenberg come 
Hn=X},+Y}-4@. 
HS x R è un gruppo rispetto alla legge di composizione 
E00E = (21 +2î,02+23,23+22+2(2120 — 2220), t+to), 
e l'operatore Hy è invariante rispetto alle traslazioni a sinistra 
é&510t=(21-20,52- ci,r3-23- 22128 - r200),t — to). 
Inoltre, se dé) : R! + R' è il gruppo delle dilatazioni 


d\(£1,2,£3,t) = (Az1,Ax2, A? 23, A°t), A > 0, 


Hx è omogeneo di grado 2 rispetto a dò). 
In H3 x R è definita una distanza naturale: 


dy(é,£0) = (65 o €), 
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dove 
n(€) = ((27 +23) +23 +12)!/4, (16) 


e la misura delle palle in questa metrica è 
|Bx (£0,7)| = Cor” 


dove N = 6. Chiameremo questo numero N la dimensione omogenea di #3 x R 
La soluzione fondamentale Ty di Hx ha la seguente stima in termini di dy e N 
(si veda [NSW] p. 114, [SC], [RS])): 


Pa (671 0 €,0)| = |Pa(6, 60) < cda "1? (€, 60), 
|XuTu(6, to)l < cda Nt! (6,60), |YxTu(6,60)] < cda "11 (6, é0) 
\Ax,Tw (E to) < cda (6,60), |TH(E, Lo) < cd (6, 60). 


Le precedenti stime valgono uniformemente per £,éo sui compatti di QxQ. 
Quindi, nella geometria naturale del problema, Xx; Yx sono derivate prime, 
-495, = [Xw, Yx] è una derivata seconda nella direzione dei campi vettoriali e 
a ha il peso di una derivata seconda. 

Ricordiamo alcune proprietà dei coefficienti a, d definiti in (4). 


Osservazione 2.1 Con le precedenti notazioni 
a= X2u, b=-Xu. 
Inoltre, se u € C?+®1+/2(0) è una soluzione di (5) allora 


(1+a2+?)?/2(6) 
GETERUZIO) 


(X10 + Xab)(£) = ([X1, Xa]u)(6) = (X1b — X20)(6)(023u)(6). 
Per ogni é € Q2 il cambiamento di variabile 


(X20 — X1b)(€) = —2k(6, u(6) = 4(1+|Vul?)(6)0u(6); 


o Peo (É) Ù 
deo (€) bia (202 (X20- X1b)(é0)" 4(1 + a? + mu) . (17) 
dove 


06 () = 2(222 — Xralfo)af — Xab(60)28 — (Xaalfn) +1 b(E0)}2122) 


—4(a(€0) — X10(60)2? — Xaa(£0)23)21 


—4(b(60) — X1b(t0)2f — Xab(60)28)22 — Caetto A 


trasforma He, (definito in (15)) nell’operatore del calore sul gruppo di Heisen- 
berg. Infatti, per ogni u: R' + R, se 


1 
un=Uu0de ’ 
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allora 
Xi,gou(E) = Xuun(Peo(É)) Xa,gou(E) a Yuun(de (€), 


(Ka, +4Te )U(E) = drun(eo (6). 
Inoltre 
Heu(€) = Huuu(deo (€)) 


e la soluzione fondamentale di Hg, è 


Ta (‘+ .) = c(É0)T# (deo (-), Peo (-)), 


CA) = (1+a? +52)(t)(X2a— Xib)(6). 


Le stime di l'é, e delle sue derivate si possono allora scrivere in termini della 
distanza naturale: 


deo (£, 6) = deo (€); deo(6)) = M((dea (0)! 0 des (6). (18) 


In particolare 

de(€,6) = n(e1,€2,63, €4), 
dove : 
ex(€é,6)=%1-21, e2(&,0)=t2- 22, 


‘ea(6,6) = cx (6) (23 — 2a — alO(21 — 21) — b()(22 — 22) 


2 
+ DI ci(O)(21— 2i)(2j — 23) — c2(6)(t — 7)), 


ea(£, 6) = cs(6)(t— 7), 


e dove € = (21,22,23,7), é = (T1,72,3,t), c1,c € C%/2(0),c3 € C+" (0), 
c1,c3 > Din A, e c;; € C®/2(Q) per ogni i, j = 1,2. Precisamente 


= 4 _ (Kia+ X2b)(£) ai 1 
103 Tao 0 0 
In seguito utilizzeremo la seguente notazione. Chiamiamo | 
Xa,go = Teo 


Per ogni multi-indice I = (i1,...,im), ir € {1,2,3,4} definiamo la lunghezza di 
I come 
1}= |a] +-+ ml. 


dove 


ie 1, ix=1,2, 
La 2, ir=3,4, 
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e scriviamo 
T _ 
Keo = Kinto:""Ximifo- 


Fissate due costanti positive Mo, M, stimiamo la dipendenza di Fg, dal punto 
congelato Éo sull’insieme 


Si= {c € Q: Mode (6, £0) < de (€, 6) < M)}. 


Proposizione 2.1 Per ogni multi-indice I esiste una costante positiva c tale 
che 


|XETE(6,6) — XL Peo (£0, 01 < ed ++ MIE, OE — bol 
cd 41M (E, 02 — 22] + leo — 23) + cd‘ Iles (6,0) — calo, OI 
+ed Ml (€, 0) [es(€,0) — es(0, 0) — 2((21 = 21)(28 — 22) — (22 — 22)(22— 21), 


per ogni ( € S. Qui abbiamo indicato con ( = (21,22, 23,7), £ = (21,2, 23,1), 
€ = (29,22,r9,t0) e con 


|E — fol = (€ — 80), 


con n come in (16). 


Osservazione 2.2 Poiché u € C?+%!+/2(9) allora per l’Osservazione 2.1 
a,b e C!+%"5° (N) e otteniamo 


leg (€, 6) — es(€0, 6) — 2((21 — 21)(25 — 22) — (72— 2a)(cî 21) 
< c(de(€, Eo)de(€, 6) + d2 (6, E0)d8 (€, 6) + de(6, Eo)d? (EC) + dé (£,£0)), 
lea (€, 0) — ea (é0, OI < (IE — Lollt = 71+1t— tol) < c(delé, Eo)di (6,0) + dé(6, fo). 


Siamo ora pronti per scrivere una formula di rappresentazione per v € 
C2+@1+@/2 in termini di Hv. Questa formula di rappresentazione è lo strumen- 
to principale nella prova della Proposizione 1.1. Poiché siamo interessati ad un 
risultato locale, fissiamo due insiemi aperti 0, Q, tali che Na CC N, CCN 
ed una funzione $ € C5°(9) tale che $= lin QI. 


Proposizione 2.2 Se v € C?+®1+/2(0) allora per ogni £ € Ag 
v(é) = vi (É, É0) + 4vo (€, to), 
dove 


“Eh = J Pe, (€, VHV(D0(Ode + J Deo (6, 0(Lo — LIv(OH(Od 


+ [Tal ov Lu 904 +29 fTElEAZIGUALA(A, 


s=1 


v2(£, é0) = fre (€, C)((1+a?+0°)(C)—-(1+a?+5)(é0))(d20(C)-dv(é0))P(C)de 
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+0e0(60) f Pelé, +0? +) — Pa(1+ 0 + PIA 


+000(60) | Tel OPA + a + NOS - f rel mUAT (I 


Si veda [C] oppure [CM] per l’espressione esplicita di Lg, — L. 


3 Stime hòlderiane 


In questa sezione deriviamo la formula di rappresentazione enunciata nella 
Proposizione 2.2 e dimostiamo alcuni risultati di regolarità per le soluzioni del- 
l'equazione lineare Hv = f, con H definito in (14), in opportuni spazi di funzioni 
hòlderiane associati alla geometria naturale del problema. 

Per ogni € = (21, 12,73,t)eC = (1, 22,23, 7) definiamo una pseudo-distanza 


d come segue: P 
d(£,0) = e(£, 6) De c) (19) 


con de definita come in (18). 


Corollario 3.1 Per ogni insieme compatto K CC 9 esistono ci, co > 0 tali che 


crde(£, €) < d(£, 0) < cade(6,0) 
per ogni €,( € K. 


Definiamo ora una classe di funzioni hòlderiane in termini di d. 


Definizione 3.1 Per ogni a € (0,1) 


CG(Q)={f:0+R tale che e LO] è limitato per ogni é,( € Q}. 


Diciamo che f € Cf; ioe(l) se per ogni insieme compatto K CC Q esiste una 
costante positiva c tale che 


If(E) — F(OI 
d°(£, 6) 


<c, 
per ogni &,( € K. 
Siano X1,X2,-X3,T i campi vettoriali definiti in (6) e (13). 
Definizione 3.2 Diciamo che f € Ck®(Q) se f € C3(Q), X;f € C3(0) per 
ogni i= 1,2, e 
|f(2, t) a f(2, 7)| 
le- 718 


è limitato per ogni (z,t),(r,T) EQ. 
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Osservazione 3.1 Se f € <A (O) allora peer ogni insieme compatto K CC 
Q esiste una costante positiva c tale che 


If(6) — Pef(O)I < cd'92(£,0), 


per ogni &,( € K. 


Definizione 3.3 

Ci" (0) = {fe CH°(0): Xif € CH"(0), i=1,2, Tf e CH(0)}. 
Sem>3 ei coefficienti a,b di H sono di classe CH (9) definiamo 
cme) = {fe Cm): xif e CR), i=1,2, TfeCg (0). 
Osservazione 3.2 Osserviamo esplicitamente che 


Gina) c (FIN) C CO): 


In seguito utilizzeremo anche la seguente notazione: chiameremo 
X4a=T 
e per ogni multi-indice I = (i1,...,im), îr € {1,2,3,4} scriveremo 
XI = Xii Kim: 


Nel seguente lemma deriviamo la formula di rappresentazione enunciata nella 
Proposizione 2.2. 


Lemma 3.1 Sia v € C};"(0) una soluzione dell’equazione 
Hv= f € Ck°(9), 
allora per ogni multi-indice I, tale che |I|= 2, e per ogni i = 1,2 l’applicazione 
to + XiX{,t(60) 


è di classe Cigs) per ogni Bb <a. 


| Proposizione 3.1 Se a,b € C H, 2a-(0) eve CE ©(0) è una soluzione dell’e- 


quazione 
Hv=f€ CH" (9), 


allora v € Cito per ogni B <a. 
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Per dimostrare la Proposizione 1.1 useremo anche la seguente versione debole 
della Proposizione 3.1. 


Proposizione 3.2 Siano a,b € C!1+"#° (N), f e C1+214° (0), a.f € C5(I). 
Se v € Cî;°(0) è una soluzione Hv = f e dv € Ci” (0), allora dv, 0,0 E 
Cl, per ogni B <a. 


Ora applicheremo la Proposizione 3.1 e la Proposizione 3.2 alle derivate di 
una soluzione v dell’equazione lineare 


Hv= f, . (20) 


e dimostreremo la Proposizione 1.1. 


Lemma 3.2 Se v è una soluzione di (20) allora formalmente le funzioni wi = 
XV, w = X20, w = dz30, Wa = yv sono rispettivamente soluzioni delle 
seguenti equazioni 


Hwy = X1f + 29(X20z30 — X10z30d230) + (X29 — Ox30X19)0z3V (21) 


+4X1(1+a? +b2)d,v — 40;a(1+ a? + b?)d,,v, 
dove 
_l+a2 +8? 


q=4-—__;u 
1+u2, ° 


Hw»r = X2f — 2g(X10z30v+ X20z30dz30) — (X1d + dz, UX29)dz3V (22) 
+4X2(1+a? + b°)G,v — 40;b(1+ a? + b°)d,,v. 

HWg = 0x3 f — 2(0x30X10z30 + ds3bX20z30) + 4023(1+ a? + 62)4,v, (23) 

Hu = 81 f — UW1aX19x30 + 9bX20s,0) +40:(1+02 +b°)0,v. (24) 


Prova della Proposizione 1.1 Poiché a,d € C#;9,5(02) e v E C2+21+a/2(Q), 
in particolare v € C%(0) e per la Proposizione 3.1 v € Ci). Ora dimos- 
triamo l'affermazione per m = 3. Per la Proposizione 3.2 8;v, dx, € Ria (0). 
Per il Lemma 3.2 le funzioni w = Xv, X2v soddisfano Hw € Gill) quin- 
di per la Proposizione 3.1 X1v,.X2v € Cz), e ve CiÉ (9). Ora con- 


loc 
cludiamo la prova per induzione. Assumiamo vera la tesi per m-1l,m-2 


e dimostreremo che se a,b € CEL), fe Uri” (Q) per ogni 8 < a, 
allora v E CRiò (9). Per il Lemma 3.2 82,0, dv € dro” (9) soddisfano 
Hw € ‘eppoi (9), allora per l’ipotesi induttiva 95,0, 0v € (6 ezio (0). Per 
il Lemma 3.2 X1v, X2v € ce” (9) soddisfa Hw € la tl (9), allora per 
l'ipotesi induttiva X1v,X2v € CELIO): In particolare v € Co (9), per 
ogni f <a. 


30 


4 Regolarità C° 


In questa sezione applicheremo la Proposizione 3.1 e la Proposizione 1.1 ad 
una soluzione u di (5) e dimostreremo il nostro principale risultato Teorema 
1.1. Come abbiamo già osservato nell’introduzione l’equazione parabolica in (5) 
può essere scritta come in (7), quindi se u € C2+:1+a/2(0) è una soluzione di 
(5) allora Hu = 0, con H l’operatore parabolico del secondo ordine definito in 
(14) e con coefficienti a = a(Vu),b = b(Vu) € C1+21+2/2(0). In particolare 
a = Xgu,b = -Xiu € Chia): In seguito denoteremo sempre con 8 un 
numero reale tale che 0 < 0 < a. 

Prima di applicare la Proposizione 3.1 alla nostra soluzione u, utilizziamo la 
non linearità dell'equazione, il Lemma 3.1 e la Proposizione 3.2 per regolarizzare 
i coefficienti a, b. 


Proposizione 4.1 Se u € C?+1+2/2(0) è una soluzione di (5) allora a,b € 
Chrhoc(0) per ogni B <a. 

Dimostrazione Per ogni i,j = 1,2 

XiXj.toK2,e0(£0) — dz3(É0) Ki Kj.]oX1,60 (£0) (25) 

1+ (0z3u(60))? | 
—XKiXj.60X1,600(£0) — Ira U(E0) Xi Xi,oKa,to (60) (26) 
1+ (9z3(£0))? 

Possiamo ora applicare il Lemma 3.1 al secondo membro in (25) e (26) per 
dedurre che l’applicazione 


fo + XiXja(to), Éo + XiX;bl(£0) 


XiXja(t) = 


XiX;b(f0) = 


sono di classe ChrelM 

Per la Proposizione 3.1 otteniamo che per ogni i = 1,2 le funzioni GX, 
WUXib E CÈ, rel) Da questo segue che per ogni insieme compatto K CC © 
esiste una costante positiva c tale che 


[Xia(x,t) — Xia(z, to) < clé — tol'#°, |Xib(2,t) — Xib(2, to) £ clé- to È 


per ogni (2,t),(r,to) € K, e possiamo quindi concludere che a, db E ‘op «BA LC) 


Prova del Teorema 1.1 Poiché u € C?+91+/2(0) è una soluzione di Hu = 0, 
se a,b E 00, per ogni m € N, allora per la Proposizione 1.1 u € C®(A). 
Quindi dobbiamo solo dimostrare che a,b € Bi per ogni m € N. Per la 
Proposizione 4.1 a, d E Child. Ora concludiamo la prova per induzione. As- 
sumiamo che a, b E CHR.(O) e dimostriamo che allora a, db E or (Q). Infatti 
se a,b E Coi (9) allora, per la Proposizione 1.1, u € CHE.(9) e per il Lemma 
3.2 le funzioni w = 0,30, d;u soddisfano Hw E "8 pe (9) in quanto il secondo 
membro è nullo. Quindi, per la Proposizione 1.1,w = 03, du E epr Per 
il Lemma 3.2 le funzioni w = Xu, X2U soddisfano Hw € Gute (9). Quindi, 


per la Proposizione 1.1, a = X2u,b = —X1 € CRT 
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